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INTRODUZIONE 


Il problema di Dirichlet classico, che consiste nel determina- 
re una funzione armonica in un aperto 9 che assuma assegnati valori con- 
tinui su 99, non è, come noto, sempre risolubile. Si deve a Perron e 
Wiener un metodo che consente di associare ad ogni funzione f € C(99) 

; Q i, 3 P Snai 
una funzione Hp: armonica in 2 e tale che, se il problema di Dirichlet 
- Q 
ha una soluzione u, allora He = 


problema di Dirichlet viene quindi ricondotta allo studio del comporta- 


u. La questione della risolubilità del 


mento alla frontiera della funzione HO: evidentemente, il problema è ri- 


solubile se, e solo se, 


lim H°(x) = f(4), Vy E 929. 
Le 

Il metodo di Perron e Wiener permette quindi di separare il 
problema della "regolarità interna" da quello della "regolarità alla 
frontiera". 

Esso si basa, essenzialmente, su tre principi: 

i) il principio di minimo (massimo) per le funzioni armoniche; 
ii) la risolubilità del problema di Dirichlet per le sfere (formula di 
Poisson); 
iii) la completezza dello spazio delle funzioni armoniche, rispetto alla 
convergenza uniforme sui compatti. 

Ora, questi principi sono verificati, oltre che dalla equazio- 
ne di Laplace, anche da ampie classi di equazioni di tipo ellittico, pa- 
rabolico ed ellittico-parabolico di ordine 2. 

A partire dagli anni '50, ad opera soprattutto di Tautz, Doob, 


Brelot e Bauer, furono sviluppati sistemi assiomatici che, da un lato, 
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unificarono precedenti teorie relative a diverse classi di equazioni dif 
ferenziali e, dall'altro, consentirono di estendere a queste molti dei 
risultati e dei metodi della teoria classica del potenziale, della quale, 
com'è ben noto, quello di Dirichlet è il più antico dei problemi. 

In questo seminario esporrò dapprima ($ 1) il metodo di Perron 
e Wiener per operatori differenziali lineari in e, mettendo in evidenza 
i fatti essenziali sul quale si fonda. Successivamente ($ 2) introdurrò 
un sistema di assiomi nell'ambito del quale il metodo stesso si può for- 
malizzare. 

Un'ampia ed esauriente trattazione della teoria assiomatica del 


potenziale si trova, ad esempio, in [3]. 


1. IL METODO DI PERRON E WIENER PER LE EQUAZIONI LINEARI DEL SECONDO 
ORDINE i 


Sia L un operatore alle derivate parziali, lineare e di ordine 
2 su di un aperto X (limitato o no) di R". 

Supponiamo che sia definita in qualche modo (classico, debole, 
ecc.) la nozione di soluzione dell'equazione Lu = 0 in 9, qualunque sia 
l'aperto 2 E X. 

Non imporremo condizioni particolari sui coefficienti di L ma 
faremo ipotesi, direttamente, sulle soluzioni di Lu = 0. 

Indichiamo con Ly (2) (H(9) se non vi è rischio di ambiguità) l'in 
sieme delle soluzioni di Lu = 0 in 9. Supponiamo, anzitutto, H(9Q) E C(Q,R) 


per ogni aperto £ S X. Supponiamo inoltre: 


A.0) L'applicazione 2 + H(2) è un fascio armonico su X nel sen- 


so seguente: 
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i) H(9) è un sottospazio vettoriale di C(9,R), per ogni aperto 9 C X. 
ji) V 9» Do aperti di X, Q, £ La VuekH(o 9) i u/9, E H(9, ) 
ia) si di e Ve Da 2 con Q, aperto di X per ogni a € A, 


u:Q>R tale che u/9, < ni a,) per ogni a € A > u E K(9). 
(1) 


Un aperto V di X, con VE x, si dice regolare per L se V è 


limitato e se il "problema di Dirichlet" 


=D an 
(1) 
u/99 = 


è univocamente risolubile, nel senso che esiste una sola u € H(9) tale 


che 


lim u(x) = f(y) VyeE9s, 
x y P. 


L 


per ogni f € C(99); inoltre, se indichiamo con = Hi la soluzione di 


(1), risulta Hi = 0 quando f = 0. 


4 
He 


Osservazione 1. Supponiamo che per l'operatore L valga il se- 


guente 


Principio di minimo. Sia u € H(2) conan CLCX, 9 aperto e li 
tato. Se lim u(x) 20 VyE€Egallorau20 in9. 
“Ti questo caso, allora, (1) ha al più una soluzione e questa 
risulta 2 0sef 20. 


Se l'operatore L è ellittico-parabolico, cioè se 


(2) be fasi gt Dart 


(1) Liicregolare, qualora vi sia rischio di ambiguità. 
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con 


n 
3 Li È > / £ n 
(3) dI a;;(%) E; 20 VxeX, VEs (Ep. E) er", 


il principio di minimo è verificato (almeno per le soluzioni classiche) 


(2) 


se esiste w E CÈ (X,R) tale che w > 0 in X e Lw < 0 (principio di minimo 


di Picone). 


Notiamo, d'altronde, che La (3) non è necessaria per la validi- 


tà del principio di minimo, come prova il seguente 


Esempio 1. Sia L, l'operatore (di Kannai) in RÉ 


1 
9° 

L, = t Dr: * 
dx 


(2) 


Sia 2 un aperto limitato di R e sia ue CC ‘(92,R) tale che 


Lu= 0 inQelimu2z0. 
0 
Supponiamo, per assurdo, inf u < 0. Ma allora esiste 
z_= (x ,t ) € 2 tale che u(z ) = minu<0. 
0 o° 0 lo) 


Non può essere LA > 0 perché allora, per il principio di mini- 
mo forte, essendo L parabolico "retrogrado" per t > 0, sarebbe lim u(z) = 
= u(z,) < 0 per qualche 7, € 99. A 

Analogamente si conclude che non può essere ti < 0. Deve quindi 
essere % = 0. 

Consideriamo ora V :2+R, V(x,t) = u(x,t) e t. Risulta LV = V. 
Allora V non può assumere minimi negativi in 2 n {t = 0}. Dunque V = 0, e 


quindi u 2 0, in 929 N{t = 0}. Ciò prova che non può essere neppure 7 = 0. 


Introduciamo ora una ipotesi ulteriore. 


A.1) La famiglia V = {V C X/V aperto regolare}, costituisce una 
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base della topologia di X. 
Esempio 2; Se L, = Ae X = R" Ja condizione A.1) risulta veri- 
ficata in quanto, come noto, il problema di Dirichlet classico è risolubi 


le per le sfere, e L, verifica il principio di minimo. 


Esempio 3. Se L_= A - do x=R"x R la condizione A.1 è ve- 
——_— 3 x dt 


rificata in quanto anche L, verifica il principio di minimo e tutti gli 


aperti del tipo seguente 
n 1 pr 
V={(xt)ERxR/ n xo + (t-t,) FOMSE > nen 


(% SÌ RI, to € R, r > 0) sono regolari per La. 


bk lx -Xo È 


1 
day 


Il metodo di Perron e Wiener si fonda sulla nozione di funzione 
superarmonica. Una funzione u € C(9) è superarmonica, in senso classico, 


se risulta 


AV 
(4) u/V > H.,/9v 


per ogni sfera VC Vcgqg. 
Questa nozione è assai facilmente generalizzabile al caso del 
; <il 
fascio armonico H. 


Introduciamo dapprima la nozione di misura armonica dovuta, nel 


caso del laplaciano, a Wiener. 
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Se V è un aperto Li-regolare di X e se x € V, il funzionale 


LV 
Hy (4) 


C(IV) Bò + 
è lineare e positivo. Esiste allora una misura di Bore], vi, col suppor- 


to in aV, tale che 


V 
Hi (x) = u(E) du (E) 
x x 


ui è La misura armonica relativa a V e a x (per definizione). 
Osservazione 2. Nel caso armonico classico (L = A) se 
n : ; 
V= Sx") ARES Iixxo! rh. ui è la misura, assolutamente conti- 
nua rispetto alla misura di superficie do, avente come densità il nucleo 


di Poisson: 


2 2 
dul(£) st dotato - P(x,E) do(E). 


|x-e|" 


La (4) si scrive allora, equivalentemente, così: 


(4) u(x) è f u dui, WxE V 


av 
e per ogni sfera VE ve. 
In generale, una funzione u € C(2) diremo che è Lis uperanmoni- 
ca (superarmonica se non vi è pericolo di ambiguità) se essa verifica la 
disuguaglianza integrale (4) per ogni aperto Li regolare vevcea. Indi- 


cheremo con Ls (a) = S(9) l'insieme delle funzioni Li superarmoniche ino. 
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(2) (x,10,4%1) 


(2) è superarmonica se, e so 


Osservazione 3. Se L è del tipo (2) e se esiste w E C 
tale che Lw < 0, allora una funzione u € cl2) 
lo se, Lus 0 im (9 Pa 

Una proprietà fondamentale delle funzioni superarmoniche è che 


anch'esse venificano il principio di minimo: 


UNA 
[=] 
“if 


Q aperto lim. di X, u€ S(Q), limu=z0 > u 


CIO) 


Nel caso classico (L = A) questo principio si dimostra in manie 
ra elementare utilizzando il fatto che il supporto della misura armonica 
ui coincide con 9V. 

Questa proprietà delle misure armoniche sussiste, grosso modo, 
solo per gli operatori ellittici. 

Se, ad esempio, L = A, - -; è l'operatore del calore in Rx R, 
se V= {(x,t)e Rx R/ + xx + (tt) 055» ori e se 
(xt) € V, una semplice applicazione. del principio di minimo, porta a ri 
conoscere che 


SUpp h(x wi = {(x,t) e 9V/t s t,}. 
a 


(XL; 4) 


V 
=4pp Peretg 


Si deve a H. Bauer ([1]) una dimostrazione del principio di mi- 
hnimo per le funzioni superarmoniche che si fonda soltanto sulle assunzio- 


ni A.0), A.1) e sulla seguente: 
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A.2) i) esiste h E H(X), h(x) > 0 yxeX; 
ii) 1 s(x) separa i punti di X, cioè: 


VINIEN, RAV FUESDI: Di pull, 


Teorema 1. Se valgono A.0), A.1) e A.2) allora le funzioni su- 
perarmoniche verificano il principio di minimo. 


Dimostrazione. Sia 9 un aperto limitato con la chiusura contenu 


ta in X. Occorre provare che per ogni u € S(9) tale che lim u = 0, risul- 


ta u = 0. Supponiamo, per semplicità, che valga A.2) i) con h= 1. Sia dun 


que u € S(2) tale che lim u ® 0 e poniamo 
IN 


K(u) = {x 9/ lim u(y) = inf u} 
y+x o) 
Se K(u) Mag # 9 allora inf u = 0 e il Teorema è provato. Supponiamo per- 
tanto K(u) M 992 = P. Ne viene che K(u) è un compatto contenuto in ©. Risul 


ta poi verificata, per K = K(u), l'affermazione seguente: 
(5) yeK, vev, Vea, V3y > suppul ck 


Infatti, osservato che MEL = 1 per ogni misura armonica wcA E H(X)), 


si ha 


u(y) = u(y) ul (av) < f ud n < uly) 
y 
av 
paci V ; : VAN 
e, quindi, u = u(y) di q.d.; in altri termini u, (2 K)i/=107 
Ora, una semplice applicazione del lemma di Zorn prova che nel- 


la famiglia K di tutti i compatti K £ K(u) per i quali vale la (5) esiste 
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un elemento minimale (rispetto all'inclusione) Ko 
Se K_ non si riduce ad un solo punto, per la A.2)-ii) esiste una 
lo) 
funzione u, € S(X) tale che K, = 1x,E K(u)/u, (x) O, u} 7 Ko Ma ciò è 


assurdo e K, E K. Allora Ko si } per un x 9, RE Ko € K dovrà 


essere SUpp ul Cc {x} per ogni Y (SÌ hi x € V, T C 2. Questo è LA per 
ché supp u CIV. 

0 ® 

Se è un aperto limitato con la chiusura contenuta in X e se 


f € C(92), poniamo 


dove 


= {ueEeS(2) / lim u(x) è f(x) vy e 29). 
X> y 


Se il problema di Dirichlet 


=0in9 
u/992 = 


; 70 
ha una soluzione Up allora up € U. e, come conseguenza del principio di 


f 
minimo, u > U per ogni u eu; pertanto U, = min Ù = H e 
Nel caso di L = A Perron mostrò che, in ogni caso, nisulta 
H € H(9). 


Il punto di partenza per arrivare a questo risultato è Ja costru 
Zione seguente, già utilizzata da Schwarz e da Poincaré prima di Perron. 


Se u ES(Q) e VEV, V CA, anche la funzione 


La iNna\V 
V ESITAV " 
Hu/av in V 
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è superarmonica in Q e u 2 Uy Ciò è conseguenza del principio di minimo. 
Inoltre, ovviamente, se u € Ù, anche Uy (= uU. Ora, per provare 
che H° € H(9), basterà provare che essa è armonica in V(eH(V)) per ogni 


aperto regolare V con Vca. D'altra parte, per quanto detto sopra, 


HO = inf u2 inf uw2 inf a 
uel, uel, vel, 


Allora, osservato che u, EH(V), HE/V è inviluppo inferione di una famt- 


V 
glia di funzioni armoniche in V. 


Tale famiglia è filtrante a sinistra; infatti: 
' u Ss 3 1 " 70 j 1 u 
USsu eth > u= min(u',u") € U e Uy £ min(uy;u ) 


Osserviamo infine che, per la A.2) i), n è inferiormente Limi-" 
tata. In particolare, allora, le funzioni di Di sono inferiormente equili 
mitate su ogni compatto di 2. 


Pertanto risulterebbe HE/V € H(V) se valesse la seguente 


Proposizione 1. Se 0 è un aperto di X e se F è una famiglia fil 
trante a sinistra di funzioni armoniche (e H(0)), inferiormente equilimi- 
tate su ogni compatto di 0, allora inf F € H(0). 

La A.1) consente di provare che la Proposizione 1 è conseguenza 


della seguente 


Proposizione 2. Se F è una famiglia filtrante a sinistra di fun 
zioni armoniche in un aperto 0 di X, inferiormente equilimitate su ogni 
compatto di 0, allora F converge uniformemente su ogni compatto di 0. 

Proviamo che A.1) + Prop_2 > Prop 1. 


Posto u = inf F risulta u € C(0) per la convergenza uniforme di F ad usu 
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di ogni compatto di 0. 


NS 9 V = 
Inoltre, per ogni misura armonica u,» Con x EVEVSEO, risul- 


ta 


u(x) = (inf v)(x) = inf fu d ui = 


ver ver 


fin vau-fudy 
X x 
ver 


Ciò prova che u/V = LARE quindi V € H(V) per ogni VE V, VCI. In defi 
nitiva (AI) ue H(0). 


Ricordiamo ora il seguente Lemma di Cornea ([2]). 


Lemma. Sia Y uno spazio topologico compatto e sia FC C(Y,R), 
F filtrante a sinistra. Supponiamo che per ogni successione (fi) in F, 


fi +, risulti înf (Ia C(Y,R). Allora F converge uniformemente a inf F. 


Allora la Proposizione 2 è conseguenza della seguente affermazione 

A.3) Ogni successione monotona di funzioni armoniche converge 
uniformemente su ogni compatto se è localmente equilimitata. 

Nel caso armonico classico (L = A) A.3) deriva dalla seguente 


disuguaglianza di Harnack: 


(H) - VS CÈ) vix)» 
valida per ogni v € H(0), v > 0, e per ogni x E K (compatto) contenuti 
nella medesima componente connessa di 0. 

La disuguaglianza (H) vale anche per le soluzioni dell'equazio- 
ne del calore (Pini [9], Hadamord [5]) purché i1 compatto K sia contenuto 


în un cilindro 2 = {(x,t) e R" RR Ibex 1° < ri, teri SER to} a sua 
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volta contenuto in 92. 


(Xo, e) 
K DL 
A 
Ciò basta a garantire che anche il fascio armonico (A-9/3t),, verifica 


A.3). 

Una disuguaglianza di tipo Harnack, analoga a quella di Pini- 
-Hadamard per l'equazione del calore, vale anche per le soluzioni di certe 
equazioni ellittico-paraboliche, ma risulta sempre molto difficile mostrar 
ne la validità. 

D'altra parte, per verificare A.3) non è essenziale disporre del 
la disuguaglianza (H). 

Infatti, se si suppone che le funzioni H-armoniche siano, ad esem 
pio, hélderiane, allora H verifica A.3). 


Vale infatti il seguente 


Teorema (Bony). Se le funzioni H-armoniche sono localmente hò]de- 


riane di esponente a > 0, allora H verifica A.3) se verifica A.1). 


Dimostrazione. Sia 9 un aperto di X e sia (K_) una successione 


di compatti che invade 2. per ogni n EN e per ogni u € H(92) poniamo 


p_(u) = sup |u|, q_(u) = sup Ju] + sup u(x) - u(y) 
n n ; 
Kn Kn xyeK, |x- yl 


NEI=1:9% 


Consideriamo su H(9) le topologie t e t' generate, rispettiva- 
mente, da (Ph) e da (gn). Basta provare che t = t'. 

Ora, per Ja A.1), gli spazi (H(2),t) e (H(2),t') sono completi 
(la convergenza uniforme sui compatti conserva la H-armonicità). Inoltre 
l'applicazione identica i : H(Q)_ + H(9). ha il grafico chiuso. Allora i 
è continua e, quindi, t = t'. 

Diamo ora la definizione di sottosoluzione del problema di 
Dirichlet. 

Se 2 è un aperto limitato con la chiusura contenuta in X e se 
f € C(992), si pone 


Cab. vr ui 


dove 


UÈ = {u E -S(A) / Tim u(x) > f(y) Yy ea}. 
x + y 


E' immediato riconoscere, utilizzando il principio di minimo, che è 
Wa, 
cata Q_ 7a 

Una funzione si dice risolutiva se He = He . Nel caso armonico 
classico Wiener provò che ogni funzione continua è risolutiva. Questo ri- 


sultato vale anche per ogni fascio armonico verificante A.1), A.2) e A.3). 


Teorema (Wiener). Se îl fascio armonico H verifica A.1), A.2) e 


A.3), allora ogni funzione continua è risolutiva. 


Dimostrazione. Indichiamo con L l'insieme delle funzioni risolu- 


tive. E' immediato riconoscere che L è uno spazio vettoriale. Risulta poi: 
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a) F E S(X) > F/00n EL. 


Infatti, posto per semplicità f = F/99, si ha F/Q eu e, quindi, H £.F/0. 
Dunque Ho € Ù (ricordiamo che He è armonica) e, quindi, He s Hi a 

bb La pet Per semplicità supponiamo h = 1 in A.2). Sia (fo) una succes 
sione in L tale che a ES Éi 


Per ogni e > 0 esiste n EN tale che 


fi ES ds Vn=n. 
n n 
Allora, per ogni n = Nn, 
LA +es He " 2 H; = LA = LA fer H; - € 
n n n n 


e, quindi, H, - H < 0, a causa dell'arbitrarietà di e > 0. 
—unif 
c) Posto A = {(F-G)/92/F,G € S(X)}, proviamo che è A = Gn), 


Ciò segue dal Teorema di Stone-Weierstrass in quanto: 


i) A è un sottospazio vettoriale di C(99). 


iii) A separa i punti di 99 (Cfr. A.2)). 


fe A > f' = max(0,f) EA. Infatti, se f = (F-G)/Q conFe GES(X), 


) 
ii) 1 € A (supponendo, ancora per semplicità, h = 1 nella A.2)). 
) 
iv) 


si ha, in9, 
#* = (F-6)° 
quindi sea. 


Da a), b) e c) segue subito che L = L = C(99). 
Se f EC(9N) si indica Hp la funzione Hz = H° Hz Si chiama so- 


luzione generalizzata, nel senso di Perron e Wiener, del problema di Di- 


max(F-G,0) = F-min(F,G); 


richlet 
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Come abbiamo già osservato, se esiste una funzione u € C(9) tale che 
u/992 = f e Lu = 0 in 9, allora u= HO. Ovviamente una funzione siffatta 


esiste se, e solo se, 


(6) Tim Hi(x) = f(9) 

RETI 
per ogni y € 992. Ma questo, come noto, non succede sempre; un punto 
y €92 si dice regolare per XL (L-regolare per 2) se vale la (6) per ogni 
f EC(9N). 

I] metodo di Perron e Wiener riduce il primo problema di valori 
al contorno, allo studio della regolarità dei punti di frontiera. Questo 
può ritenersi esaurito nel caso di operatori ellittici e di operatori pa- 
rabolici (Cfr. [10], [8], [6], [7], [4]) ma resta tutt'ora aperto per am- 


pie classi di operatori ellittico-parabolici. 
, 


f 


2. IL METODO DI PERRON E WIENER NEGLI SPAZI ARMONICI 


Sia X uno spazio topologico localmente compatto e con una base 


numerabile e sia H# un fascio armonico su X, una applicazione, cioè, 
_H : 9 (aperto) > H(9) 


‘con le proprietà i), ii) ed iii) di pag. 3. 


Si chiama problema di Dirichlet relativo ad H il problema 


u E H(2) 


u/92 = f 
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Un aperto V relativamente compatto, con 9V #7 9, si dice regola- 
re se il problema di Dirichlet ad esso relativo ha una sola soluzione Hi 
tale che Hi = DA E2IO: 

Allora, se V è un aperto regolare e se x € V, il funzionale 


c(29) 3 F + HE (x) e R 


ig £ ; PONT ; V ) : 
è lineare e non negativo. Esiste quindi una misura U, 2 0, chiamata misu- 


ra armonica relativa ad x e a V, tale che 


Una funzione u : Q + RU {+} si dice iperarmonica in 2 (aperto di X) se: 
i) u è inferiormente semicontinua 


ii) u(x) 2 I ud ui per ogni aperto regolare V con VC 9 e per ogni x € V. 
dv , 


Indichiamo con H*(9) L'insieme delle funzioni iperanmoniche su 9. 
Una funzione u e H*(9) si dirà superanmonica se la funzione 
Vi u>f ud ui è armonica in V per ogni aperto regolare V con Ve Re, 


Boga S(2) indichiamo l'insieme delle funzioni superarmoniche su 


Si noti che H*(2)N C(2) = S(2) N C(2). Diremo che (X,H) è uno 


spazio armonico se risultano verificati i seguenti assiomi: 


A.1) (Asscoma di regolarità). La famiglia degli aperti regolari 


costituisce una base V per la topologia di X. 


A.2) (Assioma di separazione). 
i) Per ogni aperto relativamente compatto 2 esiste una funzione h € H(9) 


tale che h > 0; 
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ii) S(X) separa fortemente i punti di X, cioè: 


Vx,y EX, 3u,v ES(X): u(x) v(y) # uly) v(x). 


A.3) (Assioma di convergenza). Se Cu, ) è una successione in 


H(2), se u, fUeseuè limitata su ogni compatto di 9, allora u € H(9). 


Osservazione 4. Ne] precedente paragrafo avevamo assunto come 
SSSLEVAETONE 


"assioma" di convergenza il seguente 


A.3') Se (u_) è una successione in H(2), se u tueseuè ]i- 
mitata su ogni compatto di 9, allora A È U per ogni compatto KC 9. 


14 
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Osservazione 5. Nell'assiomatica di BreLlot si assume, al posto 
STAZIONE 9; 
di (A.3), il seguente 


(A.3), Se (u_) è una successione în H(2), se U, tu, se A è con 
nesso e se esiste x, E £ tale che ul) < +, allora u E K(2). 

Chiaramente questo assioma è ispirato alla disuguaglianza di 
Harnack classica; le equazioni alle quali è applicabile Ja teoria di 


Brelot sono, essenzialmente, quelle di tipo ellittico (di ordine 2), 


Osservazione 6. H,. Bauer ha sviluppato una teoria assiomatica 
SOLI VAZIONE 0, 


nella quale l'assioma (A.3) è sostituito dal seguente 


(4.3), Sia (u_) una successione in H(9) tale che u, + u. Allora, 
se {x E N/U(x) € +0} è denso in 9, u EH(Q). 
La teoria fondata su (A-1)%. CAx2)i e (833); Si applica alle equa 
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zioni paraboliche, di tipo anche degenere. 


Da (A.1), esattamente come nel $ 1, si deduce il seguente 


Principio di minimo. Sia u € H*(9) dove 2 è un aperto relativa- 
mente compatto di X. Se Lo > 0 allorauz0 in. 
Se 2 è un aperto di X e seVeV, VE 9, per ogni u € H*(92) po- 


niamo 


u(x), x € V 
i V 
u.(x)= —— ud UL x E V 


CUR . 
lim uyly), x € av 
Vay+x 


Dal principio di minimo segue allora che anche Uy è iperarmonica in 2. Se, 
inoltre, u € S(2), allora Uy è armonica 4n V. 

Sia ora Sun aperto relativamente compatto di Xe sia f : X-* R 
(non necessariamente continua!). 

Come nel $ 1 introduciamo l'insieme delle soprafunzioni e quel- 


lo delle sottofunzioni: 


Ù - tue #*(9) / Jimuz f, infu>->}, 


d cio 
UÈ = tue - k*(9) / Timus f, supu<+%}; 
sf 
99 
definiamo poi 
79 70 d_ 79 
U, = inf U. © He = SUp ÙU; 


Pa O - 
ia) HE H(92). 
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Esattamente come nel $ 1 si prova che ogni funzione continua è risolutiva. 


Allora l'applicazione 
Q 
C(02) 3 f+ Hp(x) eR 


è lineare e positiva (per il principio di minimo). Esiste quindi una sola 


misura uî => 0 tale che 


He (x) = f faul, 
99 


Possiamo ora formulare il seguente Teorema di risolutività che, 


nel caso armonico classico, si deve a Brelot. 


Teorema (di risolutività). Una funzione f : 90 + R è risolutiva 
se, e solo se, risulta ui integrale Vx E Ne se la funzione x > fd ue 
È SI 99 so 
è armonica in 9. 

La dimostrazione di questo Teorema si può trovare in [3], Teore 


ma 1.2.1. e Corollario 2.4.1. 


Osservazione 7. Se f è inferiormente semicontinua esiste una 
successione (dn) di funzioni continue (su 39) tali che @ 4 f. Allora la 
n 


funzione 


x+ | fd ui = SUp J dd u° = SUp H% (x) 
9N Ro dg eg 


è inviluppo superiore di una successione monotona crescente di funzioni ar 
moniche in 9. 


Se, poi, f è 1° integrabile VxE 9, allora f fd ui E R 
99 


Vx EN. Pertanto, se (X,H) verifica L'assioma (4.3); R* le dui è ar- 


monica inQ. - 
© 
Ne viene, in generale, che x + j# d a è armonica in 9 se fè © È 
1 integrabile Vxe n. i 


Più in particolare, se (X,H) è uno spazio di Brelot, se verifica 
cioè (A.3) > e se 2 è connesso, allora, fissato, ad arbitrio, x, € 2 si ha: RE. 


f è risolutiva <=> f è ui integrabile. 
O) 


XII=2%. 
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